Devoir maison n° 3 - Correction

Exercice 1.
A T'aide des formules d’Euler, linéariser ’expression cos(z) sin?(z).

D’apres les formules d’Euler,

ir —ix i —ix
cos(x)sinQ(x):e +2€ X (e 2,6 )

développement du carré
eiz + e—iz e2iz 21 e—2iz
X

2 —4

. . . . . . distributivité
7 eSlw —92el® + e~ iz + el _9 iz + e—31.’E
B -8

) . . ) simplifications
_ eSlx — el _ iz + 67311
B -8

) ) ) ) regroupements des conjugués
(e31x _|_e—31x) _ (elx _|_e—1x)
B -8
formule d’Euler

_ 2cos(3x) — 2cos(x)

- -8

simplification

cos(x) — cos(3x)
4

ol & 'avant derniére égalité, on a utilisé la formule d’Euler sous la forme e +e71? = 2 cos 6.
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Exercice 2.
Pour tout n € N*, on pose

(17 gin 2 T sint
Up = dx et Wy, = dt.
nw x o nm+t

1. Montrer que pour tout n € N, wy,+1 < wy.

M¢éthode usuelle : pour des inégalités concernant des intégrales, on cherche des inégalités sur les fonc-
tions da intégrer.
Soient n € Net t € [0;7]. On a

nt < (n+1)w
+t
nr+t< (n+1)m+t

nverse

1 1
>
nr+t  (n+1l)m+t

x sin(t) qui est positif sur [0 ;7]
sint sint

nt+t~ (n+1D)m+t

on intégre sur [0 ;7]

N P4 4

Wy, 2 W1

2 1
2. Montrer que pour tout n € N, ——— < w, < —.
(n+1)m n
Méthode : lidée est la méme qu’d la question précédente.
e Commencons par la majoration.

Pour majorer une fraction, on peut majorer son numérateur et/ou minorer son dénominateur. Comme,
sin t

pour tout ¢ € [0; 7], on a sint < 1 et nw + ¢ > nm, on obtient < —. En passant a l'intégrale,

nm+t nmw

™ sint ™ 1 7 1 1
1%:/ > &g/;—&:—f dt=—xm=|-|
0 0 n

nw 41 nm nm Jo nmw

il vient

e Montrons maintenant la minoration.

Pour tout ¢t € [0;7], on a nm 4+t < nw + 7, d’ou en passant a 'inverse 1/(nm +t) > 1/(n7 + ) puis
sin ¢ sint
>
nrT+t  nrT+w

T sint T gint 1 T 1 ™ 2
wn:/ dt}/ dtzi/ smtdtzi[—cost} =—1
o nm+t o nm+T (n+1)m Jo (n+ )7 o |[(n+1)m

3. En déduire la convergence de la suite (wp)nen et préciser sa limite.

. En passant a l'intégrale, on obtient

1
On utilise 'encadrement précédent. Ona lim —— =0et lim — = 0 donc, d’apres le théoreme
n—+oo (n+ 1) n—+oo n

des gendarmes, | lim w, =0|
n—+oo

4. Soit n € N. A T’aide du changement de variable z = t + nar, montrer que u, = (—1)"w,.

On pose z = t+n7m donc dx = dt. On a aussi t = x — nr (utile pour les bornes). Ainsi par changement
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de variable

(n+1)m sin

x

e
s
I
S~

= x
T sin(t + nw)
t+nm
™ sin(t) cos(nm) + cos(t) sin(nm)
nmw+t
T sin(t)(—1)" 40
nmw+t

5. A l'aide du critere spécial des séries alternées, démontrer que la série E uy, est convergente.

dt

dit

Il
S— — S—

dt

D’apres la question précédente, on étudie la série de terme général (—1)"wy,.
Cours : pour appliquer le CSSA, on doit montrer que la suite (wy,) est positive, décroissante et de
limite nulle.

D’apres la question 1, la suite (wy,),en est décroissante, et d’apres la question 3 sa limite vaut 0. Enfin,

(n+1)m

Ainsi, d’apres le critére spécial des séries alternées, |la série E uy est convergente |.

d’apres la question 2, pour tout n € N, w,, > > 0, i.e. cette suite est positive.

6. Montrer que la série Z|un\ est divergente.
Pour n € N, d’aprés la question 4, on a |u,| = |w,| = wy (cf question précédente). Et d’apres la
2
question 2, pour tout n € N, on a w,, >

2 2
(n+ )7 +oo nmw

(n+ 1)
Or

2
et la série E — est divergente (série harmonique). Donc, par comparaison de
nm

séries a termes positifs, E wy, est divergente, i.e. E |uy,| est divergente |.

7. Qu’a~t-on mis en évidence ?

D’apreés le cours, on sait que si une série est absolument convergente alors elle est convergente.

L’exemple de la série E u, montre a contrario qu'une série peut étre convergente (question 5) sans
étre absolument convergente (question 6), i.e. la réciproque du résultat du cours est fausse.
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Exercice 3. [Facultatif]

u
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs. Pour tout n € N, on pose v, = ——

14w,

Montrer que les séries E Uy, €t E v, sont de méme nature.

e Supposons que Zun est convergente.

Un Unp
1+u, +o 140
équivalence de séries a termes positifs, Z vy, est également convergente.

En particulier u,, — 0 et donc v, = = u,. Comme la série g uy, est convergente, par

e Supposons que Zvn est convergente.
En particulier v,, — 0. Or

- 1+ u,

U'rﬁél Un
U =
1—wv,’

= up =vp(l+up) <& uy

Un

donc on a aussi u, — 0. Comme précédemment, on obtient v, o Uy, et on conclut comme ci-dessus.
o

e On a donc montré que E Uy est convergente si et seulement si E v, est convergente, 7.e. ces deux
séries sont de méme nature.
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